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Bevezetés

Osszedllitdsunkban attekintjiik a Nemes Tihamér orszdgos informatikai tanulmanyi
verseny (OITV) és az informatika orszagos kdzépiskolai verseny (OKTV) programo-
koznak.

A felhasznalt irodalom jegyzéke és a megoldasokra vonatkozo6 tudnivalok a Prog-
ramozasi ismeretek versenyzoknek (Miszaki Kiado, 2015) bevezetésében olvashatok.
A konyv részletes ismertetését 1asd a programozas tankonyvsorozat webhelyén:

www.zmgzeg.sulinet.hu/programozas

A fenti webhelyen a bemutatott feladatok Visual Basic, illetve C++ nyelvii megol-
dasa is megtalalhato.
A versenyfeladatok forrasa:

http://nemes.inf.elte.hu/nemes archivum.html

Koszonet illeti dr. Zsakd Laszlot, amiért engedélyezte a versenyfeladatok szovegé-
nek kozlését.

A szerzok
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A Fibonacci-sorozat és altalanositasai

A Fibonacci-sorozat tipikus példajat képezi a rekurziv médon megadott szamsoro-
zatoknak. Kozvetlen kddoldsa bemutatja, hogy mar kis elemszam esetén is kivarhatat-
lanul hosszl a futasid6. Ennek oka az azonos elemek tobbszori (sokszori!) kiszamita-
sa,' amit Fibonacci-csapdanak neveziink.

A Fibonacci-csapdat altalaban iteracioval keriiljiik el. A rekurziv képletet ,,alulr6l
felfelé”, a kisebb indexii tagoktdl a nagyobbak felé haladva értékeljiik ki.

El6szor az eredeti Fibonacci-sorozattal és altalanositasaival kapcsolatos ismerete-
ket, majd a versenyfeladatokat vessziik sorra.

A Fibonacci-sorozat

Fibonacci, azaz Leonardo Pisano Bigollo (kb. 1170 — kb. 1250) 1202-ben megje-
lent Liber Abaci (K6nyv az abakuszrol) cimti miivében szerepelt a kvetkez6 példa:

Egy [ujszilott] nyulpar, mely eldszor kéthonapos kordaban lesz szaporulatképes,
havonta egy uj nyulparnak ad életet. Az utodok elsé szaporulatara szintén két honapot
kell varni, de azutan azok is hasonlo iitemben hoznak létre ujabb parokat. Hogyan
alakul a nyilparok szama, ha mindegyikiik életben marad??

A nyulparok szamat az n-edik honap elején jeloljik f(n)-nel! A feladat szovege
alapjan f(1) = 1, f(2) = 1 (csak a masodik honap végén valnak ivaréretté). Az n-edik
hénap elején meglévo nyulparokat két részre oszthatjuk. Egy résziiket azok a parok
alkotjak, melyek mar az el6z6 honapban is éltek. Ezek szama f(n—1). Masik résziiket
azok a parok alkotjak, melyek a honap elejére ivaréretté valt paroktol sziilettek. Mivel
a nyulak kéthonapos korukban valnak ivaréretté, ezek szama: f(n—2). gy a nyulparok
szama 0sszesen:

f(1)=1,f2)=1 és
f(n) = f(n-1) + f(n-2) ha f>2

A rekurziv képlettel meghatarozott sorozatot Fibonacci-sorozatnak nevezziik.
A képlet alapjan kdnnyen felirhatjuk a sorozat tagjait el6allitd rekurziv fiiggvényt:

FUGGVENY F(N MINT Egész) MINT Egész
HA N == 1 VAGY N == 2 AKKOR
F=1
EGYEBKENT
F = F(N-1) + F(N=2)
ELAGAZAS VEGE
FUGGVENY VEGE

A fibonacci-1 program az N kiilonb6z6 értékeire meghatarozza a Fibonacci-sorozat
elemeit. Mivel a sorozat elemei nagyon gyorsan nének, hasznaljunk elegendéen nagy
értelmezési tartomannyal rendelkez6 tipust!

A Fibonacci-sorozat rekurziv algoritmusaban ugyanazt a tagot sokszorosan kisza-
mitjuk (Fibonacci-csapda). Ezért a futasidé mar viszonylag kis N-ekre is elviselhetet-

Lasd példaul Juhdsz T.—Kiss Zs.: Programozasi ismeretek haladoknak, 174. old.
A feladat ezen megfogalmazasanak forrasa Hamori Miklds: Ardnyok és talanyok (Typotex
Elektronikus Kiad6 Kft., 1994, 76. old.)
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leniil hossza lesz. Futtassuk a programot a konstansként deklaralt N modositasaval!
Legfeljebb hany tag szdmithato ki példaul 1 perc futdsido alatt?

A futasid6 csokkentéséhez készitsiink iterativ algoritmust!

Megtehetnénk, hogy a sorozat tagjait tdmbben (vagy listaban) taroljuk, N=1-tdl in-
ditva a szamitast. A nagyméretii kollekcid helyett azonban elegendd két segédvaltozot
bevezetni, és értékiiket 1éptetéssel modositani:

FUGGVENY F(N MINT Egész) MINT Egész
VALTOZO F1, F2 MINT Egész
F2=1
F=1
CIKLUS 1=3-t8l N-ig
F1=F2
F2=F
F=F1+F2
CIKLUS VEGE
FUGGVENY VEGE

Vegylik észre, hogy az algoritmus nem tartalmaz feltételes elagazast!

Az iterativ algoritmust a fibonacci-2 program mutatja be. A konstansként megadott
N ndvelésével hatarozzuk meg, mely értékénél kdvetkezik be tilcsordulds! A hasznalt
programozasi nyelv ismer-e olyan egész adattipust, amely nagyobb N-ekre is lehetové
teszi a tagok meghatarozasat? Miért nem hasznalhatunk valos tipusokat a szamitasnal?

A Fibonacci-sorozat zart alakja

Sok mas rekurziv sorozathoz hasonldan az f(n) értéke szintén megadhatd zart alak-
ban® (Binet-formula):

(1+V5)" = (1-v5)"
\/g.zn

fn) =

(1-v5)"
V5-2n
a tag elhagyhat6 a Binet-formulabol. Az els6 tagot egészre kerekitve kapjuk meg az

f(n)-et:

1

Erdekességként megjegyezziik, hogy barmely n > 0 esetén < > igy ez

n
1++5
f(n) = Kerekit (—)
\/g .on
A fenti képlet atalakithato a kovetkez6 formara:
1+v5)"
) - <¢n)
n) = Kerekit| ———— | = Kerekit| —
4 NG NG

3 Explicit, azaz nem rekurziv képlettel.
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1+
ahol @ = T ~ 1,618..., az aranymetszés aranya.

A fibonacci-3 program kiirja a Fibonacci-sorozat fenti modszerekkel meghatarozott
elemeit.

A Binet-formula alkalmazasanak lehetGsége természetesen fligg a valds tipusok ta-
rolasanak pontossagatol. Nagy n-ekre eldfordulhat, hogy a fenti képletek pontatlanul
adjak meg az f(n) értékét. A fibonacci-3 program segitségével hatarozzuk meg, hogy
az alkalmazott programozasi nyelv (fejleszt6i kornyezet) esetén hany tagot kapunk
meg pontosan!

A Fibonacci-sorozat alkalmazasai

A hu.wikipedia.org és az en.wikipedia.org webhelyek, illetve az irodalomjegyzék-
ben feltiintetett forrasok alapjan felsorolunk néhany olyan feladatot, amely visszave-
zethetd a Fibonacci-sorozatra.
1. Egy n hosszusagu szakaszt f(n+1)-féleképpen lehet kirakni 1 és 2 egység hosz-
szusagl szakaszokbol. Masképpen fogalmazva: az n szamot f(n+1)-féleképpen
irhatjuk fel 1-esek és 2-esek Osszegeként, ha a tagok sorrendje szamit. Példaul:
3=1+1+41=1+42=2+1.
2. Az 1,2, ..., n szamokbdl f(n+2)-féleképpen lehet kivalasztani olyan részhalma-
zokat, melyek nem tartalmaznak szomszédos szamokat (ha az 1-et és az n-et is
szomszédnak tekintjiik).
3. Azon n eleml, bindris sorozatok szdma, melyek
e nem tartalmaznak szomszédos 1-eseket (vagy szomszédos 0-kat): f(n+2).
Példaul: 0000, 0100, 0010, 0001, 0101, 1000, 1010 1001.

e nem tartalmaznak paratlan darab szomszédos 1-est: f(n+1). Példaul: 0000,
0011, 0110, 1100, 1111.

e nem tartalmaznak paros darab szomszédos 1-est vagy szomszédos 0-t: 2-f(n).
P¢ldaul: 0001, 1000, 1110, 0111, 0101, 1010.

Vegylik észre, hogy a bindris sorozatokra vonatkozo példak bitek helyett barmely
jelparra alkalmazhatok (példaul fej—iras sorozatok a pénzfeldobasnal stb.)! Fogalmaz-
zuk at az 1. tételt is bitsorozatokra!

A fenti allitasok koziil az els6t bizonyitjuk be. Konstruktiv bizonyitast végziink,
azaz a bizonyitas soran alkotjuk meg a bizonyitando Gsszefiiggést.

Jeloljiik D(n)-nel a keresett szamot! Nyilvan D(1) = 1 = f(2) és D(2) = 2 = (3).

Az n-et eredményez0 Osszegeket két csoportba soroljuk. Az elsé csoportba keriilje-
nek azok az Gsszegek, melyek elsé tagja 1, a masodik csoportba pedig azok, melyek
els6 tagja 2. A két csoport k6zott nincs atfedés, mert a sorrend szamit. A keresett D(n)
tehat:

D(n) = D(1-essel kezd6d6 6sszegek szama) + D(2-essel kezd6d6 6sszegek szama)

1-essel kezd6d6 Gsszeg azonban ugyanannyi van, mint ahanyféleképpen az n—1-et
lehet felirni 1-esek és 2-esek Osszegeként. 2-essel kezdddo Gsszeg pedig annyi, ahany-
féleképpen az n—2-t lehet igy felirni. Azaz:

D(n) = D(n-1) + D(n-2)

Jakli Aida—Juhész Tibor: A Fibonacci-sorozat altalanositasai 7



A Fibonacci-sorozat és altalanositasai

Mint latjuk, a rekurziv formula pontosan megfelel a Fibonacci-sorozat képletének.
A kiindul6 elemek is ugyanazok, csak a 2. elemtdl kezdddnek. Igy:

D(n) = f(n+1)

Eppen ezt akartuk bizonyitani.

A fenti bizonyitashoz hasonld gondolatmenetek gyakran segitenek a programozasi
versenyfeladatok megoldasaban. A versenyeken altalaban nem kell elvégezniink a bi-
zonyitast, csak ,,megsejteni” a helyes képletet, majd megirni a programot.

Javasoljuk az Olvasonak, hogy probalja meg igazolni a tovabbi allitasokat (akad-
nak koztiik nehezen bizonyithatok). Jussanak eszébe, ha hasonl6 feladatokkal talalko-
zik a programozas versenyeken! ©

A Fibonacci-sorozatnak mas fontos szerep is jut a programozasban. Felhasznaljak a
véletlenszam-generalasnal, a rendezési algoritmusoknal, az ugynevezett Fibonacci-
kupac adatszerkezetnél, a tomoritési eljarasoknal, kiillonb6z6 optimumszamitasoknal, a
fajlban torténd adatrendezésnél stb.

Erdekességként megemlitjuk a Zeckendorf-tételt, mely szerint minden pozitiv
egész szam elballithatd egymastol kiillonbozé Fibonacci-szamok sszegeként. A fel-
bontas egyértelmii, ha nem hasznalunk fel egymast kéveté Fibonacci-szamokat. Pél-
daul:

100=89+8+3=89+8+2+1=55+34+8+3

A két utobbi felbontasban szerepelnek egymast kovetd Fibonacci-szamok (az 1 és a
2, illetve a 34 és az 55).

A felbontas meghatarozhaté moh¢ algoritmussal, mindig a lehetséges legnagyobb
Fibonacci-szamot valasztva az 6sszeadas kovetkezd tagjaként.*

Az egyértelmii felbontas kovetkezményeként bevezethetjiik az ugynevezett Fibo-
nacci-szamrendszert. A 0, 1 szamjegyekkel azt jeloljiik, hogy az adott Fibonacci-szam
szerepel-e a particidban:

100=1-89+0-55+0-34+0-21 +0-13+1-8+0-:5+1-3+0-:2+0-1
100 (10-es szamrendszerben) = 1000010100 (Fibonacci-szdmrendszerben)

Végezetiil megjegyezziik, hogy a legnagyobb kozos oszto eukleidészi algoritmusa®
akkor a leglassubb, hogy ha két szomszédos Fibonacci-szamra kell alkalmazni.

Részletesebben 1asd példaul: http://en.wikipedia.org/wiki/Zeckendorf's_theorem
Lasd példaul Juhdsz T.—Kiss Zsolt: Programozdsi ismeretek, 149. oldal.

5
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Versenyfeladatok

Versenyfeladatok

A Fibonacci-szamok (és altalanositasaik) alkalmazasat egy tobbszor is el6forduld
versenyfeladat valtozataival mutatjuk be.

Jardakoévezés — 1.
Nemes Tihamér OITV 2010. 2. fordulé 1. korcsoport 3. feladat

Egy N (1<N<80) egység hosszu jardat 1 és 2 méretii lapokkal szeretnénk kikdvez-
ni. Hanyféleképpen lehet ezt megtenni?

Készits programot lapok néven, amely kiszamitja, hogy egy N egység hossza jardat
hanyféleképpen lehet kikdvezni 1 €s 2 méretii lapokkal!

Példa:
N=4 egység hosszu jardat 5-féleképpen lehet kikovezni, a kikdvezési lehetdségei:

Bemenet: Kimenet:
A jarda hossza? 4 A kikovezések szama: 5
Megoldds

n egység hosszusagu jardat a kovetkezoképpen hozhatunk 1étre:

a) egy n—1 egység hosszusagi jardat kiegészitliink egy 1 egység méretii lappal. Ez

ugyanannyi eset, mint ahanyféleképpen n—1 hosszisagl jardat készithetiink.

b) egy n-2 egység hosszisagu jardat kiegészitiink egy 2 egység méretii lappal. Ez

ugyanannyi eset, mint ahanyféleképpen n—2 hosszsagl jardat készithetiink.

A két eset nyilvan nem fedi at egymast, hiszen az elsében 1, a masodikban pedig 2
egység hosszisagu lappal végzddik a jarda.

Jeloljiik f(i)-vel az i hosszusagn jarda esetén a lehetségek szamat! Igy:

f(n) = f(n-1) + f(n-2) han>3

A rekurziv 6sszefiiggés alkalmazasahoz sziikségiink van még a baziskritériumokra.
Koénnyen belathaté, hogy f(1) =1 és f(2) = 2.

Vegylik észre, hogy ez éppen a Fibonacci-sorozat, csak elhagytuk beldle az elsé ta-
got! Ezt visszavehetjiik, ha kiegészitjiik a sorozatot egy nulladik taggal. A kombinato-
rikaban szokasos gondolatmenet alapjan 0 hosszusagu jardat egyféleképpen készithe-
tiink, mégpedig tigy, hogy nem csinalunk semmit. igy f(0) = 1.

A megoldas tehat:

f0)=1, f(1)=1 ¢és
f(n) = f(n-1) + f(n-2) han>2

A programban rekurzid helyett ciklust hasznalunk. Ezzel elkeriiljiik a Fibonacci-
csapdat. A sorozat tagjait tomb helyett valtozokban taroljuk, melyeket minden ismét-
1ésnél modositunk:

Jakli Aida—Juhész Tibor: A Fibonacci-sorozat altalanositasai 9
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FUGGVENY F(N MINT Egész) MINT Egész
HA N == 0 VAGY N == 1 AKKOR VISSZATER 1-gyel
"N > 1 esetén:

VALTOZO F1, F2, F3 MINT Egész
F1=1"'N=0 esetén
F2=1"N=1 esetén
CIKLUS 1=2-t6l N-ig
F3=F1+F2
F1=F2
F2=F3
CIKLUS VEGE
VISSZATER F3-mal
FUGGVENY VEGE

Az algoritmusban kihaszndltuk, hogy a visszatérési érték megadésa egyben kilép a
fliggvénybdl. A ciklusban iigyeljiink az értékado utasitasok sorrendjére! Mivel a soro-
zat tagjai nagyon gyorsan nének, tarolasukhoz valasszunk megfeleléen nagy érték-
készlettel rendelkezd adattipust!

A teljes megoldast a lapok program tartalmazza. Az n bekérése helyett 0-t6l 80-ig
kiirjuk a képernydre a fliggvényértékeket. Kikiiszobolhetjiik az algoritmusbol a felté-
teles elagazast (1asd a fibonacci-2 programot)? Ha igen, alakitsuk at igy a megoldast!

Megjegyezziik, hogy az 1. korcsoport 1. fordulojdban ugyanez a feladat szerepelt,
de program irasa nélkil (Jarda).

Jardakovezés — 2.
Nemes Tihamér OITV 2010. 2. fordulé 2. korcsoport 4. feladat

Egy N egység hosszt jardat 1, 2 és 3 méretii lapokkal szeretnénk kikdvezni. Hany-
féleképpen lehet ezt megtenni?

Készits programot kovezes néven amely kiszamitja, hogy egy N egység hosszu jar-
dat hanyféleképpen lehet kikovezni 1, 2 és 3 méretii lapokkal!

A kovezes.be szoveges allomany egyetlen soraban a jarda hossza (1<N<70) van.

A kovezes.ki szoveges allomany egyetlen sora a lehetséges kikovezések szamat tar-
talmazzal

Példa:
kovezes.be kovezes.ki
4 7
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Megoldds

Az eloz6 feladat gondolatmenete alapjan n egység hosszisagl jardat a kovetkezo-
képpen hozhatunk 1étre:

a) egy n—1 egység hosszisagu jardat kiegészitiink egy 1 egység méretii lappal. Ez
ugyanannyi eset, mint ahanyféleképpen n—1 hosszisagl jardat készithetiink.

b) egy n-2 egység hosszlisagu jardat kiegészitiink egy 2 egység méretii lappal. Ez
ugyanannyi eset, mint ahanyféleképpen n—2 hosszusagu jardat készithetiink.

C) egy n-3 egység hosszusagl jardat kiegészitliink egy 3 egység méretii lappal. Ez
ugyanannyi eset, mint ahanyféleképpen n—3 hosszisagh jardat készithetiink.

Jeloljiik f(i)-vel az i hossziisagh jarda esetén a lehetdségek szamat! Igy:

f(n) = f(n-1) + f(n-2) + f(n-3) han>3

A baziskritériumok felirasahoz konnyen belathato, hogy f(1) =1 és f(2) = 2. Az f(3)
értéke helyett most is az f(0)-t adjuk meg. 0 hosszusagt jardat egyféleképpen készithe-
tiink, mégpedig Gigy, hogy nem csinalunk semmit. igy f(0) = 1.

A programban rekurzid helyett ciklust hasznalunk. A ciklusban elkeriilhetjiik az
ideiglenes valtozok értékének 1éptetését, ha egy listdhoz adjuk hozza az jabb elemet,
illetve tordljiik beldle a legrégebbit.

FUGGVENY F(N MINT Egész) MINT Egész
HA N == 0 AKKOR VISSZATER 1-gyel
HA N == 1 AKKOR VISSZATER 1-gyel
HA N == 2 AKKOR VISSZATER 2-vel
"N > 2 esetén:
VALTOZO Lista MINT Lista(Elemtipus: Egész)
VALTOZO Osszeg MINT Egész
Lista.Add(1)'N=0
Lista.Add(1) "N =1
Lista.Add(2) 'N =2
CIKLUS I=3-tél N-ig
Osszeg = Lista.Osszegez()
Lista.Kivesz(0) ' torli a 0 index( elemet a listabdl
Lista.Add(Osszeg)
CIKLUS VEGE
VISSZATER Lista(2)-vel
FUGGVENY VEGE

Az algoritmusban kihasznaltuk, hogy a visszatérési érték megadasa egyben kilép a
fliggvénybdl. Mivel a sorozat tagjai nagyon gyorsan nének, tarolasukhoz valasszunk
megfelelden nagy értékkészlettel rendelkezd adattipust!

A teljes megoldast a kovezes program tartalmazza. A fajlbol olvasas, illetve fajlba
iras helyett N = 0-t6l 70-ig kiirjuk a képernyére a fliggvényértékeket.

A 2. korcsoport elsé forduldjaban ugyanez a feladat szerepelt, de program irasa
nélkiil (Jarda).

Vegylik észre, hogy a feladat megoldasat szolgaltatd rekurziv képlet a Fibonacci-
sorozat altalanositasa harom tagra! A sorozat elemeit gyakran tribonacci szamoknak
nevezik, a sorozatot pedig harmadrendii Fibonacci-sorozatnak (az eredeti tehat a ma-
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sodrendli Fibonacci-sorozat). Az Osszefliggést konnyen altalanosithatjuk, igy beszél-
hetiink n-ed rendii Fibonacci-sorozatrol.®

Jardakodvezés - 3.
Informatika OKTV 2010. 2. fordulé 3. korcsoport 5. feladat

frj programot jarda néven, amely kiszamitja, hogy hanyféleképpen lehet kikovezni
egy 2*N egység méretli jardat 1*1 és 1*2 méretii lapokkal!

A jarda.be szoveges allomany elsé soraban a jarda méretét megado N egész szam
van (1<N<36)

A jarda.ki szoveges allomany elsé és egyetlen soraba azt a szamot kell irni, ahany-
féleképpen kikdvezhetd a 2*N méretii jarda!

Példa:
jarda.be jarda.ki
2 7
Megoldas

Az n hosszisaglh jarda kialakitdsat most is visszavezetjiik rovidebb jardakra.
Ugyelniink kell arra, hogy ne szamoljuk tobbszor ugyanazt az esetet.

Nevezziik szabalyosan lezart jardanak azt az n hosszusagu jardat, amelynek mind-
két sora ugyanolyan hossza (egyiitt kezd8dnek és egyiitt végzOdnek, lasd az abrat)!
Vizsgaljuk meg, hanyféleképpen alakithat6 ki ilyen jarda a rovidebb, szabalyosan le-
zart jardakbol! A lehetségek szamat jel6ljiik f(n)-nel! Feladatunk éppen az f(n) fiigg-
vény értékének a meghatarozasa.

Szabalyosan és nem szabadlyosan lezart jardak

Egy szabalyosan lezart, n—1 hosszisagi jardabol kétféleképpen képezhetiink n
hosszusagu jardat. Ezen a modon tehat 2-f(n—1) féle jardahoz jutunk.

T T T T T
1 1 1 1 1 1 I 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 I 1 1 1 1 (]
1 1 I 1 (] 1 | | [} I I ]
R e g Lecomooomooofmooadooodooodoos
I 1 1 1 1 ]
I 1 1 1 1 1
I 1 1 1 1 (]
L '

n hosszusagu jarda kialakitasa n—1 hosszusagu jardabol

Egy szabalyosan lezart, n—2 hosszusagl jardabol haromféleképpen képezhetiink n
hosszusagh jardat ugy, hogy kozben ne keletkezzen szabalyosan lezart, n—1 hosszisa-
gu jarda (azaz ne legyen atfedés az el6z6 esettel). Ezen a modon tehat 3-f(n-2) féle
jéardat alakithatunk ki.

® Lasd példaul: http:/en.wikipedia.org/wiki/Generalizations_of fibonacci_numbers
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T T T T T
1 I 1 1 1 ' 1 1 1 1
1 I 1 1 1 1 1 1 1 1
1 I 1 1 1 1 1 1 1 1
F--—t—-—t———t-——4-——4--- e et e EE T L e T
1 i 1 1 1
1 I 1 1 1
1 I 1 1 1

T T T
1 1 I I 1
1 1 ] ] 1
1 1 1 1 1
F==—=fF———f ===t ==
1 1 I I 1
1 1 I I 1
1 1 I I 1
N L 2 2 1

n hosszusagu jarda kialakitasa n—2 hosszusagu jardabol

Egy szabdlyosan lezart, n—3 hosszisagl jardabol kétféleképpen képezhetiink n
hosszusagu jardat Gigy, hogy kozben ne keletkezzen sem szabalyosan lezart, n—1 hosz-
szusagu, sem pedig N—2 hosszsagh jarda (azaz ne legyen atfedés az el6z0 esetekkel).
Ezen a modon tehat 2-f(n—3) féle jardat kapunk.

1 1 1 1 1 1 1 1
LR e B E R LS R e e

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 I 1

1 1 1 1 1 1 1 1

N L 1 1 1 I L '

n hosszusagu jarda kialakitasa n—3 hosszusagu jardabol

A tovabbiakban csak a fenti abran lathat6 két elrendezés folytathato visszafelé ugy,
hogy ne legyen atfedés az el6z6 esetekkel (lassuk be!). Azaz, atfedés nélkiil egy
i hosszisagl, szabalyosan lezart jardabol 2-f(i) modon hozhatunk 1étre n hosszisaga
jardat, barmely 1 <i<n-3 esetén.

n hosszusagu jarda kialakitasa n—3-nal révidebb, szabalyosan lezart jardabol

Szabdlyosan lezart jardakra nem visszavezetheto jardak

Van azonban tovabbi kétféle olyan jarda is, amely egyaltalan nem vezethetd vissza
semmilyen rovidebb, szabalyosan lezart jardara (1asd az el6z6 abrat). Tekintsiik ezeket
a 0 hosszusagu, szabalyosan lezart jarda bovitéseinek. A lehetéségek szamat 2-(0)-lal
novelik.

igy:
f(n) = 2-f(n-1) + 3-f(n-2) + 2-f(n-3) + ... + 2-f(2) + 2-f(1) + 2f(0)  han>2
vagy:
f(n) = 2-[f(n-1) + f(n-2) + f(n-3) + ... + f(2) + f(1) + f(0)] + f(n-2)  han>2
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Az f(n) meghatarozasahoz meg kell még adnunk f(0) és f(1) értékét. 1 egység hosz-
szusagu jarda kétféleképpen rajzolhato fel, azaz f(1) = 2.

1 egység hosszusdagu jardak
f(0) ertékét pedig tekintsiik 1-nek: f(0) = 1, mivel 0 hosszusagt jarda egyfélekep-
pen alakithato ki (azaz nem készitjiik el). Igy:
f0)=1, f(1)=2 ¢és

n-—1
f(n):Z-Zf(i)+f(n—2) han > 2
i=0

Az 0Osszefliggés alapjan mar megirhatjuk a programot. Kozben iigyeljiink arra,
hogy az f fiiggvény értékeinek egymas utan torténd kiszamitasaval kertiljiik el a rekur-
ziot! A feladat szovege szerint az n legnagyobb értéke 36, amire a fliggvényérték
19 jegyli szam (~1,2-10"®). Valasszunk olyan adattipust, amely ekkora értéket ponto-
san (egész tipusként) tud tarolni!

A jarda-1 program fajlkezelés helyett (a feladat szovegével ellentétben) kilistazza a
képerny6re az f(n) értékeit n=2-t61 n=36-ig.

A fenti rekurziv formulat egyébként a kovetkezé modon egyszertisithetjiik. Irjuk
fel f(n)-et és f(n—1)-et:
f(n) =2-f(n-1) +2-f(n-2) + 2-f(n-3) +... + 2-f(1) + 2-f(0) + f(n-2)
f(n-1) = 2-f(n-2) + 2-f(n-3) + ... +2-f(1) + 2-f(0) + f(n-3)
Vonjuk ki egymasbdl a két egyenldséget:
f(n) — f(n-1) = 2-f(n-1) + f(n-2) — f(n-3)
gy
f(n) = 3-f(n-1) + f(n-2) —f(n-3) han>2

Ennek a képletnek alkalmazasahoz azonban sziikségiink van f(2)-re. A feladat sz6-
vegében szerepl6 példa alapjan f(2) = 7. frjuk meg igy is a programot (lasd: jarda-2)!

A 3. korcsoport elsé fordulojaban ugyanez a feladat szerepelt, de program irasa
nélkiil (Jardakovezés).
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Jardakovezés - 4.
Nemes Tihamér OITV 2013. 2. fordulo 2. korcsoport 4. feladat

Egy 2 egység széles és N egység hosszu jardat kell kikovezni. A kovezésre 1x2 és
1x3 egység méretii lapokat lehet hasznalni.

Készits programot ketsoros néven’, amely kiszamitja, hogy hanyféleképpen lehet
kikovezni a jardat!

A jarda.be szoveges allomany elsé soraban egy pozitiv egész szam van, a jarda N
hosszmérete (1<N<50).

A jarda.ki szoveges allomany egyetlen sora egy egész szamot tartalmazzon, ahany-
féleképpen ki lehet kdvezni a jardat!

Figyelem: a kiszamitando érték nagy szam is lehet, ezért 64-bites egész szamokat
hasznalj (Pascal esetén Int64, C/C++ esetén long long tipus®).

Példa:
jarda.be jarda.ki
4 7

Megoldas az elemi esetek megszdamoldsdval

Az el6z6 feladat megoldasahoz hasonldan nevezziik el szabdlyosan lezart jardanak
azt az n hossziisagu jardat, amelybol nem log ki lap! Vizsgaljuk meg, hanyféleképpen
alakithato ki ilyen jarda! A lehetéségek szamat jeloljik f(n)-nel! Feladatunk az f(n)
fiiggvény értékének a kiszamitasa.

Felrajzolva az eseteket, konny(i belatni, hogy f(1) = 1, f(2) =2 és f(3) = 4.

A tovabbi értékeket visszavezetjiik az el6z06 értékek meghatarozasara.

Egy szabalyosan lezart, n—1 hosszusagu jardabol csak egyetlen modon készithetiink
n hossziisaga jardat, mégpedig gy, hogy hozzaillesztjiik az 1x2-es lapot. Igy tehat
f(n—1) féle jardahoz jutunk.

N hosszusagu jarda kialakitasa n—1 hosszusagu jardabol

Egy szabalyosan lezart, n—2 hosszusagu jardakbol ugyancsak egyféleképpen ké-
szithetiink n hosszasagu jardat Gigy, hogy ne keletkezzen szabalyosan lezart, n—1 hosz-
szisagu jarda. Ezzel tovabbi f(n-2) féle jardat kapunk.

Egy szabdlyosan lezart, n—3 hosszsagu jardabol szintén egyféleképpen alakithato
ki n hosszsagu jarda gy, hogy ne legyen atfedés az el6z6 esetekkel, azaz ne kelet-
kezzen sem szabalyosan lezart n—1 hosszisagl, sem pedig szabalyosan lezart n—2
hossziisagu jarda. Igy tovabbi f(n-3) féle jardat készithetiink.

Az eredeti feladat szerint jarda néven.
A feladat kitliz6i sajnalatos médon nem adtdk meg, hogy Visual Basic-ben Long (vagy
Decimal) tipust célszerii alkalmazni.

8
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N hosszusagu jarda kialakitasa n-2, illetve n—3 hosszusagu jardabol

n-4 hosszusagu jardabol nem alakithato ki n hosszisagl jarda tigy, hogy ne legyen
atfedés az el6zo esetekkel. Rovidebb jardak esetén viszont nagyon gyorsan névekszik
a lehetdségek szama. A megoldas alapjan majd kideriil példaul, hogy n—8 esetén négy-
féleképpen alakithatd ki n hosszusagu jarda, n—17 esetén ez a szam mar 100 folé
emelkedik, n—41 hosszsagu jardanal pedig mar egymillional is nagyobb. Ezek atte-
kintéséhez ujabb rekurzidt kell bevetniink.

Nevezziik elemi eseteknek azokat az i (1 <i<n) hosszusagu, szabalyosan lezart
jardakat, amelyek nem bonthatoak fel tovabbi, szabalyosan lezart jardakra! Az i hosz-
szusagl elemi esetek szamat jeloljiik e(i)-vel! Konnyt belatni, hogy

e(1) =e(2) =e(3) = 1, tovabba e(4) = 0.

Ekkor a kovetkez6t mondhatjuk. n—i hosszisagl, szabalyosan lezart jarda f(n-i)
modon készithet6 el. Ezt e(i) modon bdvithetjiik n hosszisagu jardava gy, hogy ne
legyen atfedés a hosszabb jardakbol kiinduld bévitésekkel. Igy f(n—i)-e(i) szamu jardat
kapunk. Az Gsszes lehetOséget figyelembe véve:

f(n) = f(n-1)-e(1) + f(n-2)-e(2) + f(n-3)-e(3) + ... + f(1)-e(n-1) + e(n)

Eddigi gyakorlatunknak megfelel6en a 0 hossziisagu jarda egyféleképpen készithe-
t6 el, mégpedig ugy, hogy nem csinalunk semmit. Ekkor f(0)=1, igy az 6sszefiiggést
tomorebben felirhatjuk:

N-1
f(n)=2>(f(i)-e(n-i))
i=0
Az e(i) értékeket (1 <i<n) az ElemiEsetekSzdama(a, b) rekurziv el- |

jarassal fogjuk meghatarozni. Az eljaras a és b paramétere jeloli a jarda
egyes sorainak a hosszat. Induljunk ki a mellékelt abran lathat6 elren-
dezésbol (a=2, b=3)!

Természetesen olyan elemi esetek is kialakithatok, melyeknél az els6 sor kezd6dik
1x3-as lappal, a masodik pedig 1x2-essel. gy azonban a fenti kiindul elemb6] kapha-
to jardak tiikkorképei adodnak (a vizszintes tengelyre tiikrozve). Ezért elegendd csak az
egyik esetet megvizsgalni, és ha talalunk egy elemi esetet, akkor az e(a) értékét 2-vel
noveljuk.

A jardat a kovetkezé modon épitjiik tovabb. Ha a két sor hossza kiilonbdzo, akkor a
rovidebb sor végére lerakhatjuk az 1x2-es vagy az 1x3-as lapot is. Tehat, ha az a-val
jeldlt sor a rovidebb, akkor meghivjuk az ElemiEsetekSzama eljarast az (a+3, b) és az
(a+2, b) argumentumokkal, ha pedig a b-vel jelolt sor a rovidebb, akkor az (a, b+3) és
az (a, b+2) értékekkel.

Ha a sorok hossza megegyezik, akkor elemi esethez jutottunk. A fentiek alapjan az
e(a) értékét 2-vel megnoveljikk. Vigyazat! Ilyenkor nem hivhatjuk meg az Elemi-
EsetekSzdama eljarast, mert ha egy elem végére tovabbi lapokat raknank, akkor egy
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olyan jardat kapnank, ami feloszthat6 révidebb, szabalyosan lezart jardakra, igy nem
bizonyulna elemi esetnek.

A sziirkével jelolt elemi esetek kialakitasa a kiindulo elrendezésbol

A programban a jarda hosszat (a feladatban szerepld N-et) a Hossz valtozoban ta-
roljuk. A tomboknél {igyeljiink az elegendden nagy értékkészletet biztositod tipus va-
lasztasara!

VALTOZO F(0...50), E(1...50) MINT Egész
VALTOZO Hossz MINT Egész

Az elemi esetek szamat meghatarozo eljaras a fentiek alapjan:

ELJARAS ElemiEsetekSzama(A, B MINT Egész)
HA A < Hossz ES B < Hossz AKKOR
HA A < B AKKOR
ElemiEsetekSzama(A+3, B)
ElemiEsetekSzama(A+2, B)
EGYEBKENT HA A > B AKKOR
ElemiEsetekSzama(A, B+3)
ElemiEsetekSzama(A, B+2)
EGYEBKENT
E(A) = E(A) + 2
ELAGAZAS VEGE
ELAGAZAS VEGE
ELJARAS VEGE

A jarda kialakitasara vonatkozo lehetéségek szamat (az F és E tombok elemeit) a
kovetkezd eljarassal szamitjuk ki:

ELJARAS Jarda(Hossz MINT Egész)
FO)=0,E()=0
F(0)=1
E(1)=1,E@2)=1,EB3) =1
ElemiEsetekSzama(2, 3)
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CIKLUS N = 1-t6l Hossz-ig
CIKLUS | = 0-tél N—1-ig
F(N) = F(N) + F(1) * E(N-I)
CIKLUS VEGE
CIKLUS VEGE
ELJARAS VEGE

Hasonlitsuk 0ssze az f(n)-re kapott képlettel!
A fOprogramban beolvassuk a jarda hosszat, meghivjuk a Jdrda(Hossz) eljarast,
majd kiirjuk az F(Hossz) értékét. A teljes megoldast a ketsoros-1 program tartalmazza.

Megoldas dinamikus programozdssal

A feladatot megoldhatjuk dinamikus programozassal, az elemi esetek megszamo-
lasa nélkiil. Nevezziik (i, j) méretli jardanak azt a jardat, amelyiknek az elsé sora i, a
masodik sora pedig j hosszusagh! Ezek szamat jeloljiik f(i, j)-vel! Feladatunk az f(n, n)
érték meghatarozasa.

Konnyt belatni, hogy (0, 2) = f(2,0) = f(1,1) = 1, f(2,2) = 2, tovabba (0, 1),
(1,0), (1,2) és (2, 1) méret jarda nem készithets. 0 hosszsagl jarda itt is csak
egyféleképpen hozhato 1étre: (0, 0) = 1.

Vizsgaljuk meg, hogyan alakithato ki (i, j) méretii jarda a kisebb jardakbol!

a) Az (i-3, j) méretl jardak elsd soraba 1x3-as lapot tesziink. igy f(i-3, j) féle

jardahoz jutunk.

b) Az (i-2, j) méretii jardak elsé soraba 1x2-es lapot tesziink. Ezzel f(i-2, j) féle

jardat kapunk.

¢) Az (i, j-3) méretii jardak masodik soraba 1x3-as lapot tesziink. Igy f(i, j-3) féle

jardat készithetiink.

d) Az (i, j-2) méretli jardak masodik soraba 1x2-es lapot tesziink. Ezen a médon

tovabbi f(i, j-2) féle jarda készithetd.

(6, 10) méretii jarda kialakitdsa

e) Ha i=j, akkor’ az (i-1, j-1) mérett jardak végére fiiggblegesen letehetiink egy
1x2-es lapot. Igy tehat tovabbi f(i—1, j—1) féle lehetdség adodik.

Jarda kialakitasa (i-1, j—1) méretii jardabol, ha i=j

A fentiek alapjan dsszesen f(i-3, j) + f(i-2, j) + f(i, j-3) + f(i, ]-2), valamint, ha i=j,
akkor még tovabbi f(i-1, j—1) szamu jardat kapunk.
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De igy az (i-3, j-3) méretii jardakat, az (i-3, ) és az (i, j-3) méretii jardaknal is
megszamoltuk, tehat az f(i-3, j-3) értéket ki kell vonnunk az 6sszegbdl.

Ehhez hasonloéan az (i-2, j-2), (i-3, j-2) és az (i-2, ]-3) méretii jardakat szintén
kétszer szamoltuk, tehat ezek szamat is ki kell vonni.

Igy az alabbi képlethez jutunk:

f(i, j) = (-3, j) + f(i-2, j) + (i, j-3) + (i, j-2) - (i-3, ]-2) - (i-2, }-3) -
—f(i-3,j-3) —f(i-2,j-2) ha i#]

f, j) = (-3, j) + f(i-2, j) + (i, j-3) + (i, j-2) + (i1, j-1) - (i3, ]-2) -
—f(i-2, j-3) — f(i-3, ]-3) — f(i-2,j-2) ha i=]
A fenti Osszefliggés alapjan meghatarozhatjuk az (i, j) értékeit. A tablazat els6 3

soraban, illetve oszlopaban az 6sszegbdl ki kell hagyni azokat a tagokat, amelyekben
valamelyik index negativ lenne.

oO|1|2|3|4|5|6|7|38
ofr1/0/1|1|1}2|2|3|4
ij0j1 011 /1,2|2]|3
2110212 |3|3|5]|6
3111 - 1142 5|6|7]|11
4 (11227 |4]9 11|13
51213 |5|4/]15/9 19|24
62|23 |/6|9)|9/|3018)|39
713257 |11/19|18 6037
8|14 |36 1113243937123

Az 1(i, j) elsé néhany értéke

Programunkban az F fliiggvény értékeit kétdimenzios tombben taroljuk. A tomb-
elmek tipusanak megvalasztasanal tigyeljiink az elegendden nagy értékkészletre!

VALTOZO F(0...N, 0...N) MINT Egész
VALTOZO N MINT Egész

A fliggvényértékeket meghatarozo eljaras mondatszeri leirasa:

ELJARAS Jarda(N MINT Egész)

F(,)=0
F(0,0)=1,F(0,2) =1
F1,1) =1

F(2,0)=1,F2,2)=2
CIKLUS | = 3-tl N-ig
F(0, 1) = F(0, I-2) + F(0, I-3)
F(l, 0) = F(I-2, 0) + F(1-3, 0)
F(1, 1) = F(O, I-1) "= F(@,1-2)+F@1,1-3)
F(, 1) = F(I-1, 0) "=F(1-2,1)+F(1-3,1)
F(2, 1) = F(2, 1I-3) + F(2, I-2) + F(0, 1) — F(0, 1-2) — F(0, 1-3)
F(l, 2) = F(1-3, 2) + F(I-2, 2) + F(l, 0) - F(I-2, 0) — F(1-3, 0)
CIKLUS VEGE
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CIKLUS | = 3-t6l N-ig
CIKLUS J = 3-t6l N-ig
F(l, J) = F(1-3, J) + F(I-2, J) + F(I, 3-3) + F(l, J-2) -
F(I-3, 3-3) — F(I-2, J-2) — F(I-3, J-2) — F(I-2, J-3)
HA | = J AKKOR
F(l, J) += F(I-1, J-1)
ELAGAZAS VEGE
CIKLUS VEGE
CIKLUS VEGE
ELJARAS VEGE

A féprogramban beolvassuk a jarda hosszat, meghivjuk a Jarda(N) eljarast, majd
kiirjuk az F(N, N) értékét.

A teljes megoldast a ketsoros-2 program mutatja be. Hasonlitsuk 6ssze a futasidot
az elemi esetek megszamolasat végzo algoritmus futasidejével!

Megoldhattuk volna az el6z6 (Jardakovezés—3) feladatot dinamikus programozas-
sal? Ha igen, irjuk meg igy is a programot!

Megoldas kézvetett rekurziéval®

Kozvetett rekurzié alkalmazasaval az eddigieknél egyszeriibb megoldast kapunk.
Kezdjiik el még egyszer az n hosszusagu, szabalyosan lezart jarda visszavezetését ro-
videbb jardakra! Jeloljiik f(n)-nel az n hosszasagu, szabalyosan lezart jardak szamat!

n-1 n-2 n-3 n-2
o . ‘ n-2
1. 2. 3. 4. 5.
n hosszusagu jarda kialakitasa révidebb jardakbol

A fenti abra alapjan n—1, n-2 és n—3 hosszusagu jardabol egy-egyféleképpen kap-
hatunk n hosszasagu jardat (1-3. eset). Kialakithatjuk azonban n—2 hosszisagua, foghi-
jas jardakbol is. Szimmetriaokokbol nyilvan ugyanannyi alul (4. eset), mint felil fog-
hijas (5. eset) jarda van. Jel6ljiik az alul foghijas jardak szamat g(n)-nel! Igy:

f(n) = f(n-1) +f(n-2) + f(n-3) +2-g(n-2)
n-3

n-3

1. 2. 3. 4.
n hosszusagu, foghijas jarda kialakitasa rovidebb jardakbol

........

® Horvath Gyula — Szlavi Péter eldadasainak felhasznalasaval: Rekurzid

A Neumann Janos Tehetséggondozo Program szakkori anyaga (ELTE IK, 2013)
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Versenyfeladatok

A fenti abra alapjan (alul vagy feliil) foghijas jardat kaphatunk n-3 hosszisagu,
szabalyosan lezart, illetve foghijas jardabol (1-2. eset), tovabba n-2, illetve n—1 hosz-
szusagu foghijas jardabol (3—4. eset). De ha a 3. esetnél az utolsd, dupla hosszisagu
kovet toroljiik, akkor éppen a 4. eset abrait kapjuk meg, csak felcserélddik a foghij he-
lye. A 4. eset tehat magaban foglalja a 3. esetet. [gy

g(n) = f(n-3) +g(n-3) + g(n-1)

Konnyt belatni, hogy a baziskritériumokat a kovetkez6 értékek szolgaltatjak (most
nincs sziikséglink az egyszertiisitéshez a 0 indexti elemekre):

f(1) =1, f(2) = 2, f(3) = 4
9(1) =0, 9(2) =0, 9(3)=1

A programban rekurzio helyett iteraciot hasznalunk. Az f és g értékeket tombokben
taroljuk, melyek elemeit ciklussal hatarozzuk meg.

VALTOZO F(1...N), G(1...N) MINT Egész
VALTOZO N MINT Egész
Be: N
Jarda(N)
Ki: F(N)
ELJARAS Jarda(N MINT Egész)
FO0=0,G()=0
F(1)=1,F(2) =2,FQ3)=4
G(3) =1
CIKLUS I=4-t8l N-ig
F(I) = F(I-1) + F(I-2) + F(1-3) + 2*G(1-2)
G(l) = F(I-3) + G(I-3) + G(I-1)
CIKLUS VEGE
ELJARAS VEGE

A teljes megoldast a ketsoros-3 program tartalmazza.

Alkalmazhatjuk a kozvetett rekurzidé gondolatmenetét az el16z0, Jardakovezés—3 fe-
ladat megoldasanal is? Javasoljuk az Olvasonak, hogy a tanultak felhasznalasaval ha-
tarozza meg, hanyféleképpen lehet a 3 egység széles és n egység hosszu jardat kiko-
vezni 1x2 egység méretii lapokkal!

Ezzel a jardas feladat valtozatait alaposan kimeritettiik. ©

Tovabbi feladatok a Fibonacci-sorozat altalanositasara

OITV 1994-2f2 | Bacilus

OITV 2012-3f2 |Roka
OKTYV 2006-3f3 |Szinezés
OKTV 2012-3f3 |Nyul
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Juhasz Tibor - Kiss Zsolt

PROGRAMOZASI
ISMERETEK

PROGRAMOZASI
ISMERETEK
VERSENYZOKNEK

JUHASZ TIBOR - KISS ZSOLT

PROGRAMOZASI
ISMERETEK
HALADOKNAK

W Maszak Kiado

Juhdsz Tibor — Kiss Zsolt:
Programozasi ismeretek
(Mdszaki Kiadé, 2011, 2015)

Juhasz Tibor — Kiss Zsolt:
Programozasi ismeretek haladdknak
(Mdszaki Kiadé, 2012)

Juhasz Tibor — Toth Bertalan:

Programozasi ismeretek versenyz6knek
(Mdiszaki Kiadd, 2015)

www.zmgzeg.sulinet.hu/programozas
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