Izsak Imre Gyula természettudomanyos verseny Matematika

1992

1. feladat
Jelolje my, mp, m. egy hdromszog magassdgait, p a hdromszog beirt kdrének a sugarat. Igazoljuk,
hogy
m,+m, +m_29p
Mikor éll fenn az egyenldség?

2. feladat
Osszuk fel egy tetszéleges ABCD konvex négyszog AB, illetve DC szemkdzti oldalait a Py, Po,

illetve Qp, Q2 pontokkal 3-3 egyenld részre, majd a megfeleld osztépontok Osszekotésével bontsuk
fel a négyszoget 3 négyszogre. Igazoljuk, hogy a P1P2Q2Q1 négyszog teriilete megegyezik a
AP1Q1D és a PpBCQp négyszogek teriiletének a szimtani kbzepével.

3. feladat

Adott a sikon tetszOlegesen vdlasztott 500 pont ugy, hogy semelyik 3 sincs egy egyenesen.
Bizonyitsuk be, hogy ekkor mindig megadhaté 100 darab, paronként paronként k6zos ponttal nem
rendelkezd olyan konvex négyszog, melynek cstcsai az adott pontok koziil valok.

4. feladat
Bizonyitsuk be, hogy semely egész egyiitthatés P(x) polinomhoz nem taldlhaték x1, xp, ... X, (n=3)

kiilonb6z6 egész szdmok, melyekre:
P(x)=x,, P(x,)=x;, ..., P(x,_)=x, P(x,)=ux

1993

1. feladat
Oldjuk meg a kovetkez0 egyenletet a valos szamok halmazan:

(x> =1993%)* =7972x—1=0

2. feladat

Rogzitsiink a térben egy derékszogl koordinédta-rendszert. A tér azon pontjait, melyeknek erre a
rendszerre vonatkoztatott koordindtai egészek, raicspontoknak nevezziik.

Legyen K egy olyan n egység élhosszisagi kocka, melynek csicspontjai rdcspontok, élei pedig
parhuzamosak a koordinata-rendszer tengelyeivel.

a) Hany olyan kiilonbozd téglatest van, melynek csicsai K belsejében vagy a hataran
elhelyezkedd racspontok koziil valdk, élei pedig parhuzamosak a kocka éleivel? (Két
téglatest kiilonboz0, ha csucsaik nem esnek egybe.)

b) Hany kocka van az a) pont feltételeit kielégito téglatestek kozott?

3. feladat

Egy haromszog egyik oldala sem nagyobb 24/3 -ndl. Igazoljuk, hogy ekkor a haromszog lefedhetd 3
darab egységnyi sugaru korrel.
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1994

1. feladat

Miiller drnak 1001 német markdja, fidnak 1 markdja van. Mindkét fél a meglévd pénzének 1/4-ét
atadja a masiknak. Utdna tobbszor megismétlik ezt. Hinyszor kell az eljarast megismételniiik, hogy a
vagyonuk kiilonbsége 1 pfennignél kisebb legyen?

(1 DM=100 pfennig)

2. feladat

Tekintsiink egy olyan térképet, amelyen minden két bejelolt varosnak a tdvolsdga kiilonbozd.
Bizonyitsa be, ha minden varost 0sszekotjiilk a hozzd legkdzelebb esd varossal, akkor nincs olyan
varos, amelybdl 6tnél tobb 6sszekotdvonal indul ki.

3. feladat
Az R sugaru korbe irhat6 haromszogek koziil mely esetben lesz az oldalak négyzetének Osszege
maximalis?

1995

1. feladat
Bizonyitsa be, hogy az x’ +2y’ +4z° —6xy =0 egyenletnek nincs 0-tSl kiilonbozé megolddsa az
egész szamok halmazén!

2. feladat
Igazolja, hogy az ABC haromszog tetszdleges belsé O pontjara fennall

ACB

OA-cosBAC +OB-cosT+0Ccos%2 s

ahol s az ABC hdromszog félkeriiletét jelenti.

3. feladat

Egy négyzetricson kijeloliink 6t rdcspontot és azokat paronként 0sszekotjiik. Bizonyitandd, hogy a
kapott szakaszok valamelyike tovédbbi racspontot is tartalmaz. Van-e térbeli analogonja a
feladatnak? Allitasat indokolja!
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1996

1. feladat

Hatidrozza meg az abran lathaté goétikus ablak “kozépsd”, négy korivet érintd
korének r-rel jelolt sugarat, ha a BC illetve az AB koriv kozéppontja rendre A és
B, és sugaruk egységnyi!

2. feladat

Hatarozza meg az kifejezés legnagyobb és legkisebb értékét, ha xe [— 2; 0]

3% —2.3"" 41

3. feladat

Egy n megfigyeldallomassal rendelkezd sarkkutaté expedicié dllomésai kozott legfeljebb k olyan
van, amelyek kozott semelyik kettd nincs egymassal kozvetlen telefonkapcsolatban. Nincs kozottiik
tovabbd harom olyan, amelyek mindegyike kozvetlen telefondsszekottetésben van. Bizonyitsa be,

hogy ekkor a kozvetlen telefondsszekottetések szdma nem lehet n—zk—nél nagyobb! Eles-e ez a
korlat?

4. feladat

Egy konvex hatszog minden mdsodik cstcsdndl 120°-0s szog van, és egy-egy 120°-0s szoget

kozrefogo oldalpér egyenld hosszd oldalakbdl dll. Mit lehet mondani a hdrom 120°-o0s szdgesucs dltal
meghatdrozott haromszogrol?

1997

1. feladat

Igazoljuk, hogy ha n az 1-nél nagyobb természetes szdm, akkor
27 1 1 1
—<— +..+—<l1
48 n+l n+2 2n

2. feladat

Tekintsik az A;BiC; és a hozza hasonld, kétszer akkora oldalakkal rendelkezd, ellenkez6
koriiljarasa, tetszoleges A,B,C, hdromszogeket. Bizonyitsuk be, hogy az A;A;, BiB,, C,C;
szakaszok Aj, Bj, C;-hez kozelebbi harmadol6 pontjai egy egyenesen helyezkednek el.

3. feladat
Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet, ha x és y természetes szdm:
1 1 1995
+ + =
x—1996 y-1996 (x—1996)(y —1996)
4. feladat

Bizonyitsuk be, hogy egy tetszdleges tetraéder felszine legfeljebb az oldalélei négyzetdsszegének

?3 -szorosaval lehet egyenl6! Mikor 4ll fenn az egyenl0ség?
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1998

1. feladat

Az ABC hegyesszogii haromszog AB oldala f61é a haromszoggel nem azonos félsikban rajzoljuk meg
az ABDE négyzetet. Jeloljik P-vel a DE szakasz felezOpontjat! Szerkessziink P-n keresztiil olyan
egyenest, amely felezi az ACBDE 6tszog teriiletét!

2. feladat

Egy egyenes it mentén valamely pontbdl kiindulva egymastél 10 m-es tavolsdgra pontosan 10 m
magas fakat iiltettek. Andrds, Béla, Csaba és Dani egy-egy fa tovébol megmérte a legelsé fa
latoszogét. Miutdn mérési eredményeiket egyeztették, Andrds csoddlkozva felkidltott: ,,Jé, a Csaba
€s Dani dltal mért szogek Osszege pontosan megegyezik a Béla dltal mért szoggel, mig a Béla és
Csaba altal mért szogek Osszege pontosan megegyezik az dltalam mért szoggel!” Héanyadik fa
tovében mért Béla, Csaba és Dani, ha Andras a nyolcadik fa tovében végezte a mérést, és Dani mért
legtavolabb az els6 fatol?

3. feladat
Egy 2x10-es sakktdblat 2x1-es domindkkal akarunk egyrétiien és hézagmentesen lefedni. Mindegyik
domindlappal két szomszédos mezdt takarunk le. Hatdrozzuk meg a lehetséges kiilonbozo lefedések
szamat, ha:
a) a sakktdbla helyzete rogzitett
b) a sakktdbla mozgathatd, azaz a sakktdbla mozgatisival egymdsba vihetd fedések nem
kiilonbozok!

1999

1. feladat

Az ABC hiromszog C csticsanal levd szoge 135°. Jeloljiik A-bdl a BC oldalegyenesre, illetve B-bdl
az AC oldalegyenesre bocsatott merdleges szakasz talppontjit A;-gyel, illetve B-gyel! Bizonyitsuk
be, hogy az A B, szakasz hossza egyenl6 az ABC hiaromszog csicspontjain dthalad6 kor sugardaval.

2. feladat

1 ) .
Nevezziik az — alaku torteket (n pozitiv egész) torzstorteknek. Bizonyitsuk be, hogy barmely 0 és 1
n

koz€ esO raciondlis szam felirhato véges sok kiilonbozo torzstort osszegeként!

3. feladat
Hat kor ugy helyezkedik el a sikon, hogy egyik sem tartalmazza mas kor kozéppontjat. Bizonyitsuk
be, hogy ekkor nem lehet a siknak olyan pontja, melyet mind a hat kor tartalmazna!

4. feladat
Egy sorozatrél tudjuk, hogy a;=1 ésn>2esetén a, = 2a, , ++/3a., +1. Bizonyitsuk be, hogy a

sorozat elemei egész szamok!
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2000

1. feladat
Jeloljik az ABCD paralelogramma B csicsan dthaladé AD-re merdleges, valamint a D csticsan
athalad6 AB-re merdleges egyenesek metszéspontjat M-mel. Igazoljuk hogy MC>BD!

2. feladat
Egy sorozat elemeire teljesiil, hogy a, =2, és n>2 esetén, a, =3a,_, +2n—3. Hatdrozzuk meg a

sorozat elsé n elemének 6sszegét n fiiggvényeként!

3. feladat

Az a val6és paraméter milyen értékeire lesz az x* —2ax +7a = 0 egyenletnek két kiilonbozd egész
gyoke?

4. feladat

Adott a sikon 2n db pont ugy, hogy semelyik hdrom sem illeszkedik egy egyenesre. A pontok koziil
tetszOlegesen valasszunk ki n-et és szinezziik ezeket pirosra, a tobbit kékre! Bizonyitsuk be, hogy
barmely szinezés esetén megadhaté a sikon olyan egyenes, melynek mindkét oldaldn van adott pont,
és mindkét oldalara teljesiil, hogy a piros €s kék pontok szima megegyezik!

2001

1. feladat

Andras és Béla egy-egy pozitiv egész szimra gondoltak. Megmondtdk Csabanak, aki eldrulta, hogy a
gondolt szdmok kiilonbsége 2001. Ebbdl Andrds még nem tudta, hogy melyik szdmra gondolt Béla.
Ezutdn Béla is azt mondta, hogy 0 se tudja, hogy melyik szdimra gondolt Andréds. De ekkor Andrés
mér tudta, hogy melyik szdmra gondolt Béla, de ha 1-gyel nagyobb szdmra gondolnak, mir nem
tudta volna. Melyik szdmra gondolt Andrés és Béla?

2. feladat
Bizonyitsuk be, hogy barmely haromszogben OM < 3R, ahol M a haromszog magassagpontja, O a
koré irt kor kozéppontja, R pedig a koré irt kor sugara!

3. feladat
Bizonyitsuk be, hogy az olyan nyolcszog, amelynek szogei egyenlOk és az oldalainak mér6szdmai
pedig raciondlis szamok, sziikségképpen kdzéppontosan szimmetrikus!

4. feladat
Mutassuk meg, hogy a

9%x*(x—1)+1(9x—1)=0
egyenlet gyokei (k # 0, k €s t valés szamok) nem lehetnek egymdstdl paronként kiillonb6z6 pozitiv
valos szamok!
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